Travaux dirigés de Commande optimale

Mastere professionnelle

Correction TD : Commande optimale

Correction Ex 1

1) L’expression du critere et du Hamiltonien sont despar :

I(t) =gXMT)+ [ LXOUO.t)ck

2

=0 24U

H(X().U0),A0).1)=LXOU 0).)+A" f XOU )1)

x2+u? X

2) Le Hamiltonien est donné par :
H=x*+u’+Au

3) Les conditions d’optimalités sont :

1* condition :

. _O0H _ _
x—a— f(x(t),u(t),t)=u

2°M condition donne le systéme adjoint :

_OH _

i=-2
[1)4

-2X (@)

3*™condition de stationnarité :

O:a—H:ZH/l (b)
ou

4% condition :

Le temps final est connt =1 et I'état final x(1) est libre d’'oudT =0
et dx# 0, la condition (6) impose alors :
T
@ +Yiu—A| dX +(¢g+¢/fu+ H)dT =0
Ee e Bl
Soit A(M)=A@Q)=0
4) Le systeme a résoudre est :
A
a)=> X=-—
(a) >

(b) = A =-2x

Correction Ex2
1) C’est un probleme de C.O linéaire quadratique &fiéia libre.

2) La représentation d’état du systéme est :

H

%(t) = Ax(t) + Bu(t)

0 1
avec : A= ,
oo
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3) Le critere est de la forme : 5) La résolution du probléme de C.O linéaire quadustig état final

1 1 o1 libre nécessite la détermination de I'équation =& suivant :

I(t,) == X" (3)S(3)X (3)+—jt (XTQX +UTRU ) dt _
2 2% ~$=Q+A'S+SA-SBRIB'S, t< 3

1 qll q12 S11(3) S12(3)
avecR=—, Q= ( j , S= ( Su(t)  sw(t)
S(t) =
? T e %) S e 50 50
4) Ona:X"QX =(x xz)(oul q”J(le =2 + M2+ 2X X, d’ou le systeme d’équations différentielle coupléeivant :
QZl q22 X2

8,(t) =2+ 25}, t)

_ Oy =2 2 1 o $,(t) = =1-s,(t) + 25, )s ()
soit 0, =4 = Q= (1 4} est definit 8, (t) =—4-2s, )~ 25%,t)
Oy *+0,=2=>0,=0,=1
positive. .(3)=1
avec les conditions terminales : {s,,(3)=2
D’autre part on a: S,(3)=s,(3)=0
1.1 _1 5.3 sL(3))( X%.(3)) _ 6) Le gain de Kalman est alors :
2" OS5 (3»(%1(3) szz(s)](xz(S)j )
1 2 2 — D 1pT — %l(t) SlZ(t)
=5 (K@ 2¢) CH=RTES0=2(0 ])[szm sﬂt)]
5.(3)=1 o G =
SOit  15,,(3)=2 = S@3)= (; Oj ost daimt 000 G =2(s,0) s,(0))
%2(3) = 8,1(3)= 0 Correction Ex3
positive.

A. Partie 1:
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1) Il s’agit d'un probléme de CO. Linéaire quadratiguétat final i= oH _
| =-——=
' 0
fixe. Soit : aﬁ
2) Ona: A2:_@:_/11
H :%(XT QX+UTRU J + A" (AX +BU) 3°M condition de stationnarité :
% =0
. oH
1 % 0=—=u+A,=0
5o+t 2} o

Z%uz FAX + AL d’oli la commandai(t) = -A,(t).

4) La solution du systeme adjoint donne le vecteuniatisuivant :
3) Les conditions d’optimalités sont :

X A=0 A)=A
1°" condition redonne les équations d’états du systéme Ona:! ' soit : 1) =A(T)
Ay ==A A1) ==A(T) (t-T) + A,(T)
X = a_H =X
e OH % oA, 2 NB :
Y . T . T
04 % ZZTH - A=A = [ A0dt= [ A0dt = A0 =-A0)(t-T)+A L)
2
X 5) Drapreés la condition de stationnarité on a :
2°M®condition donne le systéeme adjoint :
u(t) = -4,(t)
=9
0x

D’ou la commande optimale’ (t) est :

u = Al(T) (t _T) _Az(T)

6) Les équations d’états sont données par :
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avec{xl(o) =$
%,(0) =&,

{&=X2
Xz = Al(T)(t _T) _/]2(T)
D'ou :

X,(0) = %,(0) = [ [A(T)(£=T) = A,(T)u Jt

Soit :

X, (t) :%/ll(T)t2 —“AMTt=A,(T)t+¢, (1)

% =% = (1) =x,(0) = [ X, ()t

D'ou :

KO = AME-SAMTE - AME+E+E] (@)

Sachant que :
x(T)=0 et x(T)=0, les conditions terminales),(T) et A,(T)

peuvent étres déterminés a partir de (1) et (2) ped .

12,6

AT =586+ 28, ®)
8,2

A= 6-2¢, @

En remplagant (3) et (4) dans (1) et (2), on troxyg) et X,(t) en

fonction des conditions terminales.

B. Partie 2:
1) Il s’agit d’'un probléme de C.O a temps final libre.

2) Le Hamiltonien est donné par :

H(X(t),U ©),A().1)=L(XE).U ¢).)+A"f XU ¢)t)
Soit : H :%uz +1+ A X, + AU

3) Détermination des conditions terminales :

La détermination dd nécessite I'utilisation des conditions terminales.

En effet, le temps final étant libre,dT #0, a partir de la condition

d’optimalité suivante :

(& +1//)T(0—/1)T dX +(g+@ u+H)dT =0

=0 H (T)=0

Nous avons :
H(T)=0

ou encore sachant que(T) =0 et x,(T) =0 :
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W) +14 4, M) =0

or u(T) =-A,(T), on obtient alors :

A(M)=2

Connaissant,(T), (4)= T et (3)= A(T).
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